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Die Verbindung von
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e .. 1icht um Neues zu entdecken, sondern um das Entdeckte nach meiner Art anzusehen.
J W, v. Goethe

Einfiihrung

Die vorliegende Broschiire enthilt drei Abschnitte. Der erste behandelt die geo-
metrische Grundform der Kreislinie, die in ihrer gleichmifligen Kriimmung
den Inbegriff des Runden darstellt. Ausgehend von der Uberzeugung, dass sich
in geometrischen Grundformen wie dem Kreis etwas Bedeutsames fir den
Menschen ausdriickt, wird die Kreisform in ihrer Asthetik, ihren mathemati-
schen Gesetzmifligkeiten und ihrem Bezug zur Umgebung betrachtet. Fragen
und Ubungen sollen die Empfindungsfihigkeit stirken. Gedanken von Geist-
forschern erméglichen dariiber hinaus einen andersartigen, in die Tiefe der See-
le reichenden Zugang zum Kreis. Es folgen Beispiele fiir Anwendungen in der
Raumgestaltung durch Kreise und davon abgeleitete Kurven.

Der zweite Abschnitt hat die Zahl Vier in Verbindung zum Menschen als The-
ma. Die Zahl Vier und ihr bildhafter Ausdruck, das Quadrat mit seinen rechten
Winkeln, findet sich in vielerlei Zusammenhingen der duf$eren, sinnlichen Welt
und erscheint geradezu als Bild der Materie. Insbesondere der rechte Winkel
spielt eine dominierende Rolle in der Architektur und bei vielen Gegenstinden
von Menschenhand. Die Vier ldsst sich in zwei Paare gliedern. Bei einer beson-
deren Lage von zwei Punktepaaren auf einer Geraden sprechen die Mathemati-
ker bezeichnender Weise von harmonischer Lage.

Die geometrische Grundform des Quadrats, das ein elementares Beispiel fir
eine geradlinig begrenzte Fliche darstellt, erscheint geradezu gegenteilig zur
Kreisform, dem Paradebeispiel fiir eine runde Form. In einem dritten Abschnitt
wird der Frage nach einer moglichen Verbindung dieser beiden Formen nachge-
gangen. Aus beiden zusammen kénnen die Goldene Spirale und eine andere be-
deutsame Linie, die Lemniskate, konstruiert werden. Schon in der griechischen
Antike stellte sich die Frage nach einem Zusammenhang der beiden Flichenfor-
men in dem klassischen Problem der Quadratur des Kreises.

Diese Gedanken sind, mit Ausnahme derjenigen von Heinz Grill, nicht neu. Ein Ziel
dieser Arbeit ist es, das eigene, innere Erleben bei der Beschiftigung mit geometrischen
Formen anzuregen, Beziige herzustellen und, soweit méglich, ohne komplizierte For-
meln die tieferen Inhalte und Qualititen von wesentlichen mathematischen Begriffen
niher zu bringen. Insbesondere die zitierten Gedanken aus geistiger Forschung verbin-
den geometrische Grundbegriffe mit dem Menschen selbst, wodurch sie fiir jeden eine
Bedeutung erlangen, ganz unabhingig vom Grad der mathematischen Vorbildung.



Der Kreis

Die Urform des Kreises
stellt das aufnehmende Prinzip
durch das Verbindende und UmschliefSende dar.

Heinz Grill

Der Kreis als geometrische Grundform

Die wohl vollkommenste geometrische Form in der Zeichenebene ist der
Kreis. Wer empfindet diese gleichmiflig runde, hochsymmetrische Figur
nicht als edel und schén? Die Kreisform scheint fiir den Menschen nicht
ganz unwichtig zu sein. Beispielsweise wurde sie von Zen-Kalligraphen
wieder und wieder mit einem Pinselschwung gemalt und das nicht nur als

handwerkliche Geschicklichkeitsiibung. (1)

Welche Bedeutung kommt dem Kreis zu? Wie konnen wir eine Empfin-
dung zum Kreis entwickeln? Wo treten Kreise in der Natur auf? Wo in der
Technik? In der Kunst? In der Kulturgeschichte? Was haben Geistforscher
in Bezug auf den Kreis ausgesagt? Was driickt sich in dieser besonderen
Form aus? Denn in irgendeiner Weise sollte sich die innere Bedeutung in
der dufleren Form widerspiegeln.

Unmittelbar im Vordergrund steht das gleichmiflig Runde und zugleich
das in sich Geschlossene. Ein Kreis hat keinen Anfang und kein Ende.
Man kann sich endlos auf der Kreislinie fortbewegen. Nach jeder Umdre-
hung wiederholt sich etwas Fritheres, schon da Gewesenes, zyklisch eben.
Kein Punkt der Kreislinie unterscheidet sich vom anderen. Der einzige
ausgezeichnete Punkt ist der Mittelpunkt, aber der liegt gerade nicht auf
der Kreislinie. Im Kreis bestehen dynamische Polarititen zwischen Mitte
und Rand, sowie zwischen dem eingeschlossenen Kreisinneren und dem
unbegrenzten Aufleren. (2)

Im Folgenden werde ich Thnen wiederholt Ubungen vorschlagen, die Ih-
nen helfen kénnen, Thr Erleben zu vertiefen und dem Wesen des Kreises
niher zu kommen.

Zeichnen Sie Kreise mit der freien Hand, indem Sie eine Malkreide oder
einen Bleistift wie eine Kreide in die Hand nehmen, sich zunichst die
Kreislinie vorstellen und dann {iber dem Papier mehrfach die kreisende
Bewegung ausfithren. Erleben Sie das immer weiter Kreisende. Senken
Sie erst danach die Malkreide zum Papier und zeichnen Sie aus diesem
Schwung heraus mehrmals die gleichmiflige Rundung. Erleben Sie be-
wusst die Rundheit der Form und das Wiederkehrende.



Haben Sie im Uhrzeigersinn oder in der Gegenrichtung gezeichnet?

Erinnern Sie sich an Situationen, in denen Sie mit mehreren Menschen
in einem Kreis stehen. Wie ist die Beziehung zu den anderen Menschen
verglichen mit Situationen, in denen Sie einer anderen Person gegeniiber
stehen, z.B. bei der Begriiffung, oder anderen Situationen, in denen Sie
hintereinander stehen, z.B. in einer Warteschlange (vgl. [11])?

Asthetische Zeichnungen mit Kreisen

Beginnen wir, indem wir uns der Kreislinie mit eini-
gen einfachen Zeichnungen annihern und dadurch
mit ersten geometrischen Eigenschaften vertraut
werden. Betrachten wir die verschiedenen Symme-
trien. Jede Gerade durch den Mittelpunke ist eine
Symmetrieachse. Der Kreis ist symmetrisch beziig-
lich beliebiger Drehungen um seinen Mittelpunkt
und zu diesem auch punktsymmetrisch. Damit ist
der Kreis eine Linienform mit hochster Symmetrie.

Zu einem ersten Kreis gibt es mehrere naheliegende Fortsetzungen, bei-
spielsweise einen zweiten Kreis mit gleichem Radius zu zeichnen, der
durch den Mittelpunkt des ersten Kreises verlduft oder einen beriihren-
den Kreis gleicher Grofle oder einen Kreis halber bzw. doppelter Grof3e.
Auf eine mégliche Symbolik soll hier nicht eingegangen werden.

Lassen Sie die Formen ganz unbefangen auf sich wirken oder, noch bes-
ser, zeichnen Sie die Figuren mit dem Zirkel selber. Die Kreise kénnen
auch als ineinander verflochtene Ringe gezeichnet werden.

Wird die Konstruktion um einen zentralen Kreis herum fortgesetzt, in-
dem man einen Schnittpunkt des vorigen Kreises mit dem Zentralkreis
jeweils als neuen Mittelpunkt nimmyt, entsteht diese schéne bliitenartige
Figur. Hier zeigt sich schon ein erster Zusammenhang des Kreises zur
Zahl sechs. An dieser Zeichnung kann Genauigkeit getibt werden. Sie
konnen die Form auch farbig gestalten.

Nehmen Sie gleich grof§e Miinzen und legen Sie diese an
eine mittlere an, so dass sie sich beriihren. Ist es nicht er-
staunlich, dass die letzte Miinze ganz genau zur mittleren
und zur ersten dufleren dazu passt? Wieder bilden sechs
Kreise einen Kranz. Werden Sie sich Thres Staunens be-
wusst, bevor Sie zur mathematischen Begriindung wei-
terschreiten, die daraus etwas Zwangsldufiges macht.

Die Ursache liegt darin, dass eine ganze Drehung 360°
also 6 - 60° betrigt. Das Sechseck lsst sich in sechs
gleichseitige Dreiecke (d.h. alle drei Seiten sind gleich

lang und alle drei Winkel betragen 60°) zerlegen. Die
beiden vorigen Figuren entstehen, indem die Ecken des
Sechsecks sowie der Mittelpunke als Kreismittelpunke
gewihlt werden. Der Kreisradius ist entweder eine ganze
oder eine halbe Dreieckseite.

Nehmen Sie einen Zirkel und zeichnen Sie spielerisch Kreise auf ein Blatt.
Entwerfen Sie selber verschiedene Ornamente aus Kreisbogen!



Der Kreis in Bezug zu den Grundmaflen
Abstand und Winkel

Die einfachste mathematische Kreisdefinition besagt: Ein Kreis besteht
aus allen Punkten (in der Zeichenebene), die den gleichen Abstand von
einem Punkt, nimlich dem Kreismittelpunkt, haben. Auf diese Festle-
gung stiitzt sich das gebriuchliche Werkzeug um einen Kreis zu zeichnen,
der Zirkel. Mit Kreis soll also im Folgenden die gezeichnete Kreislinie
gemeint sein. Die Fliche des Kreisinneren wird auch Kreisscheibe ge-
nannt.

. Die beiden elementaren Bausteine der Geometrie in der

Zeichenebene sind Punkte und Geraden. Betrachten wir
zwei beliebige Punkte. Die einfachste Frage in Bezug auf
diese ist, wie weit sie von einander entfernt sind. Diese
Abstandslinge wird z.B. in cm angegeben.

Betrachten wir nun zwei Geraden. Die Frage nach

/ dem Abstand macht hier keinen Sinn (aufler wenn

/ sie parallel sind), da sie sich in einem Punkt schnei-

den. Ein sinnvolles Maf§ fiir ihre Abweichung von
einander ist, wie sehr sie gegeneinander gedreht
sind, also ihr Schnittwinkel, z.B. in Grad gemessen.

Die beiden grundlegenden Maf3e sind also Abstand und Winkel. Der
Abstand beziffert den Unterschied des Orts, hingegen der Winkel den
Unterschied der Richtung. In Bezug auf Bewegungen gesehen hat der
Abstand mehr mit einer geradlinigen Vorwirtsbewegung zu tun, der
Winkel mehr mit einer Drehbewegung. Im Hinblick auf die wahrneh-
menden Sinne konnte man auch sagen, der Abstand wird vom Tastsinn
oder mit der Bewegung des Abschreitens wahrgenommen, der Winkel
vom Sehsinn, nimlich als Blickwinkel, unter dem etwas erscheint.

Welche Lagebeziehung kann es zwischen einem Kreis und einer Geraden
geben? Ein Sonderfall ist sicherlich, wenn die Gerade genau durch den
Kreismittelpunkt geht. Sie ist dann eine Symmetrieachse fiir den Kreis.
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Ein weiterer besonderer Fall liegt bei tangentialer Lage
vor. Unter einer Tangente versteht man eine Gerade,
die den Kreis genau in einem Punkt beriihrt, aber
sonst vollig im Kreisiufleren verliuft. Von jedem
Punkt des KreisiuSeren lassen sich zwei Tangenten
an den Kreis legen, jedoch beliebig viele Geraden, die
den Kreis nicht treffen (d.h. der Abstand der Gera-
den zum Mittelpunke M ist grof8er als der Radius r)
oder ihn in zwei Punkten schneiden (der Abstand zu
M ist kleiner als r). Verrutscht die Tangente ein we-
nig, so verliert sie ihre Eigenschaft Tangente zu sein.
Verrutscht man eine andere Gerade nur geringfiigig,
so trifft sie weiterhin nicht oder zweimal. Insofern
stellt die tangentiale Lage einen Sonderfall dar. Fiir
jede Kreistangente gilt: Die Tangente bildet mit dem
Radius im Beriihrpunkt einen rechten Winkel. Zur
besonderen Abstandslage der Gerade gehort also der
wichtigste Winkel, der 90°-Winkel.

Eine weitere besondere Verbindung von Kreis und rech-
tem Winkel ist bekannt als Satz des Thales. Verbindet
man einen beliebigen Punkt auf dem Halbkreis mit den
beiden Endpunkten des Durchmessers AB, so entsteht
ein rechter Winkel. Man kann auch sagen, von jedem
Punkt auf dem Halbkreis wird die Strecke AB mit einem
Winkel von 90° geschen.

Bei der gebriuchlichen Kreisdefinition tritt der Kreis als
Linie mit konstantem Abstand von einem Punkt auf.
Ein Kreisbogen ergibt sich jedoch ebenfalls als Linie ei-
nes konstanten Blickwinkels ¢ auf eine Strecke. Der Satz
des Thales bildet dabei nur einen Sonderfall. Es handelt
sich um den einen Kreisbogen, der von den Endpunkten
A und B der Strecke begrenzt wird (und einen zweiten,
nach unten gespiegelten, wenn man die Drehrichtung
des Winkels aufler Acht lisst). Vom anderen Teilstiick
des Kreises aus gesehen erscheint die Strecke unter dem

Winkel 180° - .
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In einigen weiteren Eigenschaften tritt wieder ein
Bezug zu Winkeln bzw. Lingen auf.

Mittelpunktswinkelsatz: Der Mittelpunkeswinkel
p zu einer Sehne ist doppelt so grof§ wie der Pe-
ripheriewinkel ¢. Dieser ist gleich dem Sehnen-
Tangenten-Winkel.

Der Sehnensatz besagt, dass das Produkt der bei-
den Sehnenabschnitte durch einen Punkt P (im
Kreisinneren) immer gleich ist.

PA-PA' = PB-PB

Ein Sonderfall ist der Hohensatz im rechtwinkli-
gen Dreieck, wenn eine Sehne der Durchmesser
ist und die andere senkrecht dazu steht.

PA-PB = PC

Der Sekanten-Tangentensatz besagt, dass das
Produkt der Sekantenabschnitte gleich ist (fiir
P im Kreisiufleren).

PA-PA' = PB-PB' = PC

Grundlegendes zur Kreismessung

Wie hingt die Grofle der Kreisfliche bzw. die Linge des Kreisumfangs
mit dem Radius zusammen? Dieses Problem ist gar nicht so einfach, da
sich unsere tiblichen Langenmafe auf gerade Strecken beziehen. Aus dem
Kreis mit dem Sechseck (S.9) kann man erkennen, dass der Umfang et-
was mehr als das Sechsfache des Radius, also etwas mehr als das Dreifache
des Durchmessers sein muss.
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Unabhingig von der Grofle ist bei allen Kreisen das exakte Verhiltnis
Umfang : Durchmesser = n. Daraus ergibt sich die Formel U = 2xr fiir
den Umfang U abhingig von Radius r. Die Kreiszahl = ist 3,14159...,
ein nicht endlicher, nicht periodischer Dezimalbruch. = ist der Grenz-
wert eines fortlaufenden, nicht endenden Anniherungsprozesses.
In dieser Zahl 7 driicke sich die ganze Problematik des Unterschieds
gerade — rund aus. (3)

Zur Flichenberechnung kann der Kreis mit Radius r wie ein Kuchen in
acht gleichgrof$e Stiicke zerschnitten werden, wobei eines davon noch-
mals halbiert wird. Diese Stiicke ergeben dann annihernd ein Rechteck
mit Breite = r und Linge = halber Kreisumfang = rr. Berechnet man
versuchshalber die Fliche A mit der Formel fiir Rechtecke als A = Linge -
Breite, so erhilt man das richtige Ergebnis: A =1 - r=rn.

Kreise und die Zahl drei

Ein Kreis ist durch drei Punkte eindeutig festgelegt. Das besagt gleichzei-
tig, dass jedes Dreieck einen Umbkreis besitzt, das ist ein Kreis, der durch
die drei Ecken verlduft. Der Mittelpunkt dieses Kreises wird konstruiert,
indem man jeweils in der Mitte zwischen zwei Ecken ein Lot errichtet
und diese schneidet. Dreiecke besitzen zusitzlich einen Inkreis, d.h. ei-
nen Kreis, der von innen die Seiten beriithrt. Sein Mittelpunke ist der

Schnittpunkt der Winkelhalbierenden.
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Bereits bei Vierecken ist die Situation anders. Nur manche Vierecke, nim-
lich die so genannten Sehnenvierecke, haben einen Umkreis, andere nicht.
Vierecke mit Inkreis heifSen Tangentenvierecke. Regelmifiige Vielecke ha-
ben sowohl einen Inkreis als auch einen Umkreis.

Besondere Eigenschaften von Kreisen

Die mathematisch so einfach definierte Kreisform besitzt einige besondere
Eigenschaften. Die drei hier genannten kommen interessanterweise ohne
den Mittelpunkt aus.

1. Kreise sind Linien mit konstanter Kriimmung

Wenn ein Auto mit fest eingeschlagenem Lenkrad auf einer geniigend gro-
f3en Fliche fihrt, so beschreibt es eine Kreislinie und kommt wieder zu sei-
nem Ausgangspunkt.

2. Kreise sind die Formen mit dem grofiten Verhiltnis Fliche zu Umfang

Wenn Sie mit einem gegebenen Stiick Drahtzaun von z.B. 10 m Linge
eine moglichst groffe Fliche umgrenzen wollen, sollten Sie eine Kreisfliche

wihlen.

A=4 A =625
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3. Kreise sind die Linien mit konstantem Entfernungsverhiltnis von zwei
vorgegebenen Punkten A und B (Apolloniuskreise oder Divisionskreise)

Wihlt man einen beliebigen Punkt P und fragt, wo andere Punkte Q
liegen, so dass die Abstinde zu den Punkten A und B das gleiche Zahlen-
verhiltnis liefern, PA :PB = QA:QB, dann bilden die Punkte Q mit
dieser Eigenschaft einen Kreis (als Sonderfall bei gleichem Abstand die
Mittelsenkrechte). Zusammen iiberdecken all diese Kreise die Ebene.

Kreise als Vermittler zwischen Punkt und Gerade

Lasst man den Kreisradius r gegen 0 schrumpfen, so wird aus dem Kreis
ein Punkt. Wichst umgekehrt der Radius tiber alle Maflen, so strebt die
Kriimmung k (die mathematisch als Kehrwert des Radius r definiert wer-
den kann, also k = 1/r) gegen 0. Als Grenzfall dieser Betrachtung ergibt sich
somit eine Linie ohne Kriimmung, eine Gerade. Manchmal werden Krei-
se und Geraden deshalb als verallgemeinerte Kreise zusammengefasst. Im
Bild mit den Apolloniuskreisen lassen sich die Uberginge gut betrachten.

15
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Kreise aus Tangenten

Zeichnet man eine Vielzahl von Tangenten an einen
Kreis, so lisst sich die Kreisscheibe wahrnehmen,
ohne dass die Kreislinie iiberhaupt eingezeichnet
wird. Gleichzeitig riickt das Umfeld des Kreises viel
mehr in die Aufmerksamkeit. Wenn die Tangenten
mit gleichen Winkeln gezeichnet werden, entstehen
im Kreisduf$eren wieder regelmifige Strukturen. Der
Kreis erscheint wie eine Aussparung in der unendlich

Kreis vom Umfeld aufden

Ganz anders wird der ,Kreis aus dem Umfeld von Heinz Grill dargestellt.

Die Gewobnbeit lisst immer

einen Kreis aus seinem Mittel- \ \ _ ‘ / /

che Dasein aber entsteht nicht

grofien, ausgefiillten Ebene.

Man kann sich auch vorstellen, dass die Geraden von weit auflen kom-
mend bis zur Berithrung des Kreises herangeschoben werden, der Kreis
also aus der Peripherie und nicht aus dem Mittelpunkt entsteht. (4)

Sehr schone Zeichnungen entstehen, wenn auf einem groflen Kreis 24
Punkte in gleichen Abstinden markiert werden und von diesen ausgehend
Linien zu den Nachbarpunkten gezogen werden, wobei jeweils eine feste
Anzahl von Punkten {ibersprungen wird. Auf diese Weise entstehen neue,
kleinere Kreise (genau genommen Vielecke).

Schiiler ab der 6. Klasse kénnen mit verschiedenen Farben experimentieren
und nebenbei ihre Genauigkeit, Konzentration und Ausdauer {iben.
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punkt entstehen. Das menschli- N \ | | /

aus der Materie und dringt — g
sich in den Umbkreis hinein,
sondern es entwickelt sich aus

. T—

Geisteshohen, organisiert sich
zu einem Bewusstsein und die-

ses findet schlieflich in einem

Mittelpunkt sein  Zentrum. / ) ) \
[9, 8.28f] / / \ \

Kreis aus der Peripherie

Grundsitzlich ist dabei zu beachten, dass es sich bei den Aussagen von
Heinz Grill (das Gleiche gilt fiir Rudolf Steiner) um Forschungsergebnisse
handelt, die er aus seiner langjihrigen Auseinandersetzung mit der geistigen
Welt erarbeitet hat. Diese Resultate lassen sich nicht aus unseren sinnlichen
Erfahrungen oder unserem gewohnlichen Denken hervorbringen. Denn sie
beziehen sich auf eine Seinsebene jenseits der uns vertrauten materiellen
Welt, die aber doch mit dieser in enger Verbindung steht. Solche Aussagen
erginzen unsere {ibliche Anschauung um eine qualitativ andere Dimension.
Durch geeignete Bemithungen kann jeder Mensch einen Erkenntnissinn fiir
geistiges Schauen mehr und mehr entwickeln. Da die Angaben der Geist-
forscher sich auf eine andere Seinsebene beziehen und aus einer anderen
Erkenntnishaltung heraus entstanden sind, sollen sie auch nicht leichtfertig
mit unserem Alltagsdenken vermischt werden.

Betrachten Sie die obige Zeichnung mit dem Gedanken der Bewegung von
aufSen nach innen. Welche Kraft oder welche Dimension oder was ist es, das
von auflen nach innen wirke?
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